FONCTION EXPONENTIELLE

| Définition - Relation fonctionnelle

Définition - Propriété (voir démonstration 01)

Il existe une unique fonction £ , définie et dérivable sur IR, telle que £'=F et £(0)=
Cette fonction est notée exp et appelée fonction exponentielle.

Propriété (voir démonstration 02)

Pour tous réels x et y, ona : exp(x + y) = exp(x) x exp(y)
La fonction exponentielle est une fonctiontransformant une somme en un produit.

Remarque

En appliquant la relation précédente avec y = x, on obtient : exp(2x) = [exp( )]
En appliquant de nouveau la relation avec y = 2x, on obtient : exp(3x) = exp(2x) x exp(x) = [exp(x ]
On peut démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, on a : exp(nx) [exp )]

On en déduit en particulier que pour tout entier naturel n, ona: exp(n)=ex (n x 1) = [exp(1 )]

Sion note e le nombre exp(1), alors pour tout entier naturel n,ona: exp(n)=
(relation que I'on peut aussi vérifier pour un entier n Régatif)

Notation

On conviendra de noter pour toutréel x :  exp(x)=e* avec e=exp(1)
La fonction exponentielle est alors définie par  exp : R—>IR

X et

Remarques
On trouve sur les calculatrices scientifiques'une touche e* correspondant a la fonction exponentielle.
Le nombre e =exp(1) a pour valeur approchée 2,718 .

La notation 2 a donc une double signification : soit le nombre e élevé au carré, soit le nombre exp(2) ,
ces deux nombres étant égaux.

Par contre la notation e™ ne peut désigner que le nombre exp(n) .

Propriétés (voir démonstration 03)

a et b étant deux réels, on a : eatb =ty b eb20 ; eb =
Sin est un entier relatif : e = (e9)"

Exercice 01 (voir réponses et correction)

Ecrire plus simplement :

2x+3
e2x 4 o1-2x (5

2x
: : (e* + e—x)2 . e—2x _ e + 1
ex=1 o2x

Exercice 02 (voir réponses et correction)

- 2 _ 2
Soit £ définie sur Rpar £(x) = (ex +2e x) _ (ex _26 x)

Démontrer que £ est une fonction constante sur IR.
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Exercice 03 (voir réponses et correction)

On considére la fonction £ définie sur Rpar:  f(x)=x - et - 1 .

e* +1
- . . _ 1=
Vérifier que pour tout réel x : f(x)=x - ——
1+e*
Puis f(x)=x-1+—2— ; fx)=x+1--2" : f)=x-1+-22" : fx)=x+1-—2
e* + 1 e* +1 1+e* 1+e*
4 e +1 _1+e 2
Montrer que # est dérivable sur IR, vérifier que : £'(x) = 5= >
e+ 1) (1+e™)
Il Variations de la fonction exponentielle
Propriété (voir démonstration 04)
e La fonction exponentielle est définie, continue, dérivable sur IR et (e¥) =e* .
o 0-1 : el=e (e~2,718)
e pourtoutréelx, e* >0.
e | a fonction exponentielle est strictement croissante sur IR X | =% +0
[ )

x>0 o e*>1 et x<0 o 0<e*r<1 o
‘elm ex = 400 et ‘elm ex = 0 . exp /
x—>+0 X—>=00 0

e Le tableau de variations de la fonction exponentielle est :

Exercice 04  (voir réponses et correction)

Démontrer que pourtoutx e IR ona: e*-x-120.

Propriétés (voir démonstration 05)

X _ .
o tim & =1_1 (nombre dérivé en 0 de x > eX).
x>0  x
X .
o dim & = 1 : o lim xer=0
X—>+0 5 X—>=00

Courbe représentative

Onavuque ?Pim ex=0.
X—>=0

La courbe a pour asymptote horizontale I'axe Ox quand x
tend vers -

La courbe a pour tangente au point d'abscisse 0 la droite

T d'équation y = x + 1 et la courbe se trouve au-dessus
deT. /

. ., . -4
Exercice 05 (voir réponses et correction) Py

Résoudre dans IR les inéquations suivantes :
X
02X 2 1>0 ; e*+3.5
e +1

e¥ = e2x < 22x+5 < p1=x

Exercice 06 (voir réponses et correction)

Déterminer les limites suivantes :

. . . . X _ X
dim ex2-3x'5 ; dim ex2'3x'5 ; im 2 + 3@'x2+1 ; dim &< =2 R fim &1 1
x—>+0 X—>=00 x—>+0 X>=0 ,x 4 9 x>0 L2«
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Exercice 07 (voir réponses et correction)

Déterminer les limites suivantes :

lim 3xe=x ;  Aim (x+)ex ;  blim 262=85 . gpef=1 . gy efteX
x—>+0 X—»=00 x—>+0 3y =0 53 X>=0 34 ox
Exercice 08 (voir réponses et correction)
Résoudre dans IR les équations suivantes :
X
e2x+1 _1-0 X1 _p2x=3_(0 . ox=1,3x45_1 . L2x L ox_2_(Q 2e +1:2€3+e'x
ex
Exercice 09 (voir réponses et correction)
Déterminer les dérivées des fonctions £ et g définies sur IRpar:  £(x)=e2* et g(x)=e=3%+5

Propriété (admise)
Si u est une fonction dérivable sur un intervalle 1, la fonction expou qui & x associe e (*) est dérivable sur I,

etona: (expou) =u'xexpou ouencore (e%) =u'xe

Exercice 10 (voir réponses et correction)

Justifier que chacune des fonctions est dérivable sur IR, calculer la dérivée et étudier le signe de cette

dérivée. £ =e® T glx)=(@x + 1)e2xHT  p=€ize . gy 8et
2 e 4+ 1

Exercice 11 (voir réponses et correction)

. . .. , e e2x _ 1
Etudier les variations de la fonction £ définie par £(x) = > .
e + 1
Dresser son tableau de variations. Soit (%)) la courbe représentative de .
Donner I'équation de la tangente T a (%) au point d'abscisse 0. Tracer (¥) et T.

Démontrer que I'équation £(x) =% a une solution unique ‘a'dans IR. Donner une valeur approchée de o .

Exercice 12 (voir réponses et correction)

On considére la fonction £ définie sur Rpar: £(x)=3x + 20e%

e* +1
1°) Déterminer les limites de £ en -« et en +oo.
2°)Soit g définie sur IRpar g(x) = #(x) = 3x . Déterminer les limites de g en —« et en +o.
3°)Dans un repére orthonormé, soit (%) la courbe de la fonction # ; A la droite d'équation y = 3x et A' la
droite d'équation y = 3x + 20.
a) Soit x un réel ; M le point d'abscisse x de (%)) et N le point d'abscisse x de A.
Quelle sont les ordonnées de M etde N ?

b) Comment peut on exprimer la distance MN en fonction de x ?  Justifier que xft;rf MN =0
c) Soit P le point d'abscisse x de A’. Quelle est I'ordonnée de P ?
Comment peut on exprimer la distance MP en fonction de x ? Justifier que xﬁ’f MP=0.

d) Représenter graphiquement avec une calculatrice ou avec un ordinateur la courbe (%) et les
droites A.et A’. (On choisira une unité 10 fois moins grande sur Oy que sur Ox)
Interpréter graphiquement les limites obtenues au b) et au c).
On dit que A est asymptote oblique a la courbe (%) lorsque .x tend vers -« et que A’ est asymptote

oblique a la courbe (%) lorsque x tend vers +o .

Exercice 13 (voir réponses et correction)

Donner, en les justifiant, les tableaux de variations des fonctions £ et g définies sur IR par :

F(x)=e 3 et g(x) =2
Représenter graphiquement ces deux fonctions. Déterminer les coordonnées de leurs points d'intersection.
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