Primitives

Introduction
On consideére la fonction affine £ définie par £(x) =2x + 1

Soit D la droite représentant # dans un repére orthonormal,
soient A et B deux points de D et soient A' et B' les projetes de
A et B sur I'axe Ox parallelement a Oy.

On suppose que A et B ont pour abscisses respectives 1 et 2.

Le quadrilatere ABB'A' a deux cotés paralléles et un angle droit,
donc ABB'A' est un trapeze rectangle.

L'aire.oZ d'un trapéze de bases b-et'B et de hauteur 4 est égale,

en unités d'aire, a B; bow
Donc l'aire du trapéze ABB'A' est : ./ = w x A'B'
c'est-a-dire &/ = % x1 donc &'=4 : Ep-
4
On considére maintenant les points A et B d'abscisses
respectives xq et x, , ave¢ xy < x5, f(x1) > 0 et £(x,) > 0.
ABB'A' est un trapéeze rectangle.
Son aire, en unités d'aire est : .o/ = w x A'B'
Sachant que A et B sont sur la droite D, leurs -ordonnées
respectives sont £(xq) =2xy + 1 et f(x,) =245 +:1
Onadonc AA'=f(xq) ; BB'=f(xy) et AB =x,- x4
Donc M:MX (xy = xq)
2 1+2 1
=7 ; T2 x (xg = xq)
o = XqXp = X2 4 X5 = XpXq + Xp = Xg .
o = X3+ xy = X2 = x4 ;b
o = X3 + xp = (X2 + xq)
Si on appelle g la fonction définie sur IR par g(x) = x2 + x , on

peut écrire .7 = g(x,) = g(x4) .
On peut remarguer que g est dérivable sur IR et que pour tout x € IR,.ona  g¢g'(x)=2x + 1 = £(x)

La fonction g est donc une fonction dont la dérivée est £.
On dit que g est une primitive de £.
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Définition
Soit # une fonction définie sur un intervalle I.
On appelle primitive de £ sur |, toute fonction F définie et dérivable sur |, dont la dérivée est £.

Exemple

La fonction # définie sur IRpar £(x)=2x a pour primitive F définie sur IR par F(x) = x2 .
En effet F est dérivable sur Retona F' = f .

On aurait pu choisir F définie par F(x) =x2+ 1 ou F(x)=x2 - g ou plus généralement, si k est une

constante réelle, F(x)=x?+ k . Une fonction n'a pas une seule primitive.

Exercice 01  (voir réponses et correction)

£ est une fonction définie sur IR. Trouver dans chacun des cas suivants une primitive de £
a) f(x)=2 b) £(x)=x ¢) f(x)=5x d) f(x)=-4x2 e) flx)=x2-3x+2

Exercice 02 (voir réponses et correction)

£ est une fonction définie sur IR. Trouver dans chacun des cas suivants une primitive de £
a) f¥)=-2x2  b) f(x)=8x+5 ) F¥)=gx2  d) f(x)=24 o) Flx) =252

Propriété (voir démonstration 01)

Si Fy est une primitive de # sur un intervalle |, alors I'ensemble des primitives de £ sur | est I'ensemble des
fonctions £ de la forme F =F( + k,aveck € IR.

Exercice 03  (voir réponses et correction)

Pour chacune des fonctions # donner I'ensemble des primitives de £ sur l'intervalle 1.
a) f(x)=3x2+2x+1 I1=R

b) f(x)=-x2 + 1 =R
<) f(x):% 1 =70+
d) f(x)=e* I= R

Exercice 04 (voir réponses et correction)

Soit £ définie sur ]0 ; +eo[ par £(x)=x - lz
X

Déterminer les primitives de £ sur ]0 ; +oo[ . Existe-t-il une primitive de # prenant la valeur 2 au point 1 ?

Propriété (voir démonstration 02)

Soit # une fonction ayant des primitives sur un intervalle | et soit x5 € | et yy € IR.
Il existe une et une seule primitive F de £ telle que F(xy) =y -

Théoreme (admis)

Toute fonction continue sur un intervalle | a des primitives sur .

Remarque
Certaines fonctions non continues peuvent aussi avoir des primitives.

Exercice 05 (voir réponses et correction)

On considére £ définie sur IRpar #(x) = sin x . Déterminer la primitive de £ sur IR prenant la valeur 0 en 2.

http://xmaths.free.fr/ TS — Primitives page 2/4



Primitives des fonctions usuelles

On donne ci dessous les primitives de certaines fonctions connues.
Ces primitives ont été obtenues a partir des dérivées connues.

L'intervalle | devra étre convenablement choisi.
k désigne une constante réelle.

———————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

. Foncton . iPrimtves ]
A =0 GF@)=ko
=1 ) =x+k
Fo=a F)sax+b
Ef(x)=x ;F(x)=%x2+/f
;f(x)=x2 ;F(x)z%x3+/f
= F=-lek
o EST. 4.\ R |
if(x)=\/i_ VF(x)=27x + k |
| X |
fme nez-y [ W
flw=1 PG =bnx sk
F)=sinx . Fx)=-cosx+k .
E_f(zf =COSX . P =sinxa ko

Exercice 06 (voir réponses et correction)

Pour chacune des fonctions £ ci-dessous, donner un intervalle | sur lequel # a des primitives et donner
toutes les primitives de £ sur .

a) f(x)=x’ b) F(x)=

% o ) =51

Propriétés (voir démonstration 03)

Soit | un intervalle.
Si F est une primitive de £ sur | et G est une primitive de g sur |, alors F + G est une primitive de £+ ¢ sur |.
Si F est une primitive de £ sur | et si a est un réel, alors aF est une primitive de af sur I.

Remarques

Les propriétés ci-dessus ont été utilisées "naturellement" dans les exercices précédents.
Attention : Une primitive d'un produit ne sera pas obtenue en prenant le.produit des primitives, puisque la
dérivée d'un produit n'est pas le produit des dérivées.

Exercice 07 (voir réponses et correction)

Pour chacune des fonctions £ ci-dessous, donner un intervalle | sur lequel # a des primitives et donner
toutes les primitives de £ sur .
2

o b) f(x)=3sinx + 2cos x c) f(x):ex+4

a) f(x)=5x2 + x + 3
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Propriétés (voir démonstration 04)

e Une fonction de la forme v’ u® avec n € Z - {-1} a pour primitives les fonctions de la forme
1+l 4k avec ke R.
n+ 1

e Une fonction de la forme 4= a pour primitives les fonctions de la forme 2\/u + k avec ke IR.

\u

i

. u L .
¢ Une fonction de la forme ", @ pour primitive £n |u| + k avec k e IR, sur tout intervalle dans lequel u ne

s'annule pas.
¢ Une fonction de la forme u'.e¢ a pour primitives e“ + k ,avec k € IR.
¢ Une fonction de la forme u'xv’ou a pour primitives les fonctions de la forme vou + k avec ke IR.

Exercice 08 (voir réponses et correction)

Donner une primitive de la fonction £ et préciser un intervalle | sur lequel cette primitive est définie.
a) f(x)=2(2x + 1)3 b) F(x)=(38x + 1)-° c) f(x)=(-2x +1)5

Exercice 09 (voirréponses et correction)

Donner une primitive de la fonction £ et préciser un intervalle | sur lequel cette primitive est définie.

a) f(x):L b) f(x)=sinx cos3x c) f(x):l(fn x)2
(x2 + x + 1)* x

Exercice 10  (voir réponses et correction)

Donner une primitive de la fonction £ et préciser un intervalle | sur lequel cette primitive est définie.

£(x) = — b) £(x)=—3X__ Fx) = —et

Exercice 11  (voir réponses et correction)

Donner une primitive de la fonction £ et préciser un intervalle | sur lequel cette primitive est définie.

_ 2x _ 1 - Xx+2
a) f(x)—x2+1 b) f(x)_2x+1 °) f(x)_x2+4x+3

Exercice 12  (voir réponses et correction)

Donner une primitive de la fonction £ et préciser un intervalle | sur lequel cette primitive est définie.

1
i b) £(x) = e3+1 0 F(x) =T’

a) f(x)=2xe* 2

Exercice 13  (voir réponses et correction)

Donner une primitive de la fonction £ et préciser un.intervalle | sur lequel cette primitive est définie.

a) f(x)= 35in(3x + g) b) £(x)=x cos(x2 + m) c) flx)= \/%sin(\/;)

Exercice 14  (voir réponses et correction)

Donner une primitive de la fonction £ et préciser un intervalle | sur lequel cette primitive est définie.

Q) flr)= BEEIEE ) gy s o). )=~

Exercice 15  (voir réponses et correction)

Donner une primitive de la fonction £ et préciser un intervalle | sur lequel cette primitive est définie.

Q) )= & b) £(x) =5 S0E o) £lx) =
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